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10.

INTERVALLE
Definition

Unterschiede in der Empfindung von Tonhshen werden als Intervalle bezeichnet. Die be-
kanntesten Intervalle sind Oktav, Quint, Quart, Terz, Ganzton, Halbton. In unserer Em-

pfindung ist das Aneinanderreihen von Intervallen vergleichbar mit dem Addieren.

TONHOHEI] — TONHOHE2 — TONHOHE3
OKTAV QUINT

TONHOHE] — TONHOHE3
OKTAV + QUINT

Nimmt man nun aber als Maf§ fiir die Tonhéhe die Frequenz, wird aus dem Addieren ein

Multiplizieren.
Tonname C - C — cl - c2 — c3
Intervall OKTAV OKTAV OKTAV OKTAV
Frequenz 64 — 128 256 — 512 — 1024
Operation <2 -2 <2 <2

In diesem multiplikativen Sinn ist ein Intervall also ein Faktor, der mich von einer Fre-

quenz zu einer anderen bringt. Oder anders ausgedriickt:

Frequenz(TON2)

Intervall von TON] zu TONp = m

Intervalle sind dann also nicht Differenzen, sondern Quotienten (Verhiltnisse).

zum Beispiel:

e Y
S - 3 0.666'666'667
P = 2= 25
e = ar 0.987'654'321
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Intervalle im multiplikativen Sinn

Intervalle im multiplikativen Sinn nennt man «aufsteigend», wenn sie grofler als 1, und
«absteigend», wenn sie kleiner als 1 sind. Im Normalfall arbeiten wir mit aufsteigenden In-
tervallen.

Einige besondere Intervalle haben Namen. Zum Beispiel:

Prim - 1 = 1.0000
Oktay aufscigend = 2 = 2.0000

absteigend - 2 -~ 0.5000
reine Quint aufseigend = 2 - 1.5000

absteigend - = 0.6667
Klavierquint aufsteigend = 1%/@ 1.4983
reine Quart absteigend = % = 0.7500
grofe reine Terz aufsteigend = % = 1.2500
grofle Klavierterz aufsteigend = B 1.2599
reine Duodezim aufsteigend = % = 3.0000
syntonisches Komma aufsteigend = % = 1.0125

Redewendungen und deren Prazisierung

Wenn Redewendungen aus der Welt der Intervalle im additiven Sinn in die Welt der

Intervalle im multiplikativen Sinn iibertragen werden, ist ganz besondere Vorsicht an-

gezeigt.
additive Welt multiplikative Welt
Ton2 ist - Frequenz(Ton2) =
eine Oktav hoher als Tonl 2 - Frequenz(Tonl)
eine reine Quint plus eine reine Quart ist - 304 2
eine Oktav 231
. . g 5.3

3 grof3e reine Terzen sind ungefihr eine Oktav < () 2

N : 4181
x ist ein Viertel des syntonischen Kommas = x="\/ 30
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Das logarithmische Mal von Intervallen

Weil der Umgang mit Intervallen im multiplikativen Sinn unserem Gefiihl nicht gut ent-
spricht, wurde ein so genanntes logarithmisches Mafd geschaffen. In diesem Maf$ wird dann
addiert, wo vorher multipliziert wurde. Die Maf3einheit heif$t CENT. Das Maf$ ist so einge-
richtet, dass eine Oktav 1200 CENT, und Halbténe auf einem Klavier 100 CENT messen.
Digitale Keyboards haben ihre eigenen logarithmischen Mafle. Auf solchen der Firma
YAMAHA zum Beispiel ist der Halbton in 64 so genannte YAMAHA-Einheiten unterteilt.

Abmachung: Verwenden wir fiir Intervalle Variable wie x ohne Zusatz, so sollen sie im
multiplikativen Sinn verstanden werden. Schreiben wir dagegen X gy SO ist x gemessen in
der logarithmischen Mafleinheit CENT gemeint.

Fiir die Definition des logarithmischen Mafles braucht man den so genannten logarithmus

binarius (abgekiirzt: 1b). Er ist die Umkehrung der Zweierpotenz. Das heifit:

X = 1 2 4 8 16 32 2

]
(e
—
\®)
(SN

Ib(y) 4 s | =y

Damit wird das logarithmische Maf fiir Intervalle definiert:

X = 1200 . 1b(x) bzw.
XCENT
21200 _

1. Aufgabe

Auf dem TI-83 gibt es keine Taste , wohl aber die verwandte Taste fiir den

Zehnerlogarithmus. Damit lisst sich eine Funktion (z.B. Y1), welche zu jedem x das pas-

sende X liefert so definieren:

Y,=1200+*log(X)/log(2)

Definieren Sie diese Funktion. Stellen Sie im Table SetUp die Einstellung der Indepen-
dent Variable auf Ask. Wechseln Sie dann auf Table und bestimmen Sie fiir einige x

3
(z.B.fiir1, 2, 4, 1.5, \/5 , \/Z ) das zugehérige Y1, was X gy meint.
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2. Aufgabe

Uberpriifen Sie mit dem TI-83 die folgende Tabelle:

Intervallname  multiplikativer Wert additiver Wert
Prim 1.0000 0.000 CENT
Oktav 2.0000 1200.000 CENT
reine Quint 1.5000 701.955 CENT
Klavierquint 1.4983 700.000 CENT
grofle reine Terz 1.2500 386.314 CENT
grofle Klavierterz 1.2599 400.000 CENT
absteigende reine Quart 0.7500 —498.045 CENT
syntonisches Komma 1.0125 21.506 CENT
3. Aufgabe
Wenn wir zwei Intervalle x und y multiplizieren, bedeutet das fiir x-pyr und yepnr €in Ad-
dieren. Das heif3t: (X+y)cent = XcenT + YCENT
(x")cent = T Xcent

Versuchen Sie daraus die folgenden Sitze fiir den Zweierlogarithmus herzuleiten:

Ib(x-y)
Ib(x")

Ib(x) + Ib(y)
r - Ib(x)

Eine Klavieroktav

7800 8000 8200
CENT CENT CENT

7200 7400 7600 7700 7900 8100 8300 8400
CENT CENT CENT CENT CENT CENT CENT CENT

Hier wurde — was man eigentlich eher vermeiden sollte — so etwas wie ein «absolutes»
CENT-Maf§ beniitzt. Einem Hertz entsprechen darin 0 CENT, 2 Hertz entsprechen darin
1200 CENT, 64 Hertz entsprechen darin 7200 CENT.
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Wir vergleichen Intervalle auf dem Klavier mit «reinen» Intervallen:

| ™ | o |y | e |
Prim 1 0 0 1 Prim
Halbton 1.0595 100 ~112 16/15 Halbton
Ganzton 1.1225 200 ~204 9/8 Ganzton
kleine Terz 1.1892 300 -316 6/5 kleine Terz
grofle Terz 1.2599 400 ~386 5/4 grofle Terz
Quart 1.3348 500 ~498 4/3 Quart
Tritonus 1.4142 600
Quint 1.4983 700 702 32 Quint
kleine Sext 1.5874 800 ~-814 8/5 kleine Sext
grofie Sext 1.6818 900 -884 5/3 grofle Sext
kleine Septim 1.7818 1000 -996 16/9 kleine Septim
grofle Septim 1.8877 1100 ~1088 15/8 grofle Septim
Oktav 2 1200 1200 2 Oktav
t

Die Zahlen in dieser Spalte kénnen mit Hilfe der Formel bestimmt wer-
den, aber auch mit der Uberlegung, dass fir den Halbton T im
multiplikativen Sinn gelten muss:

¢--C-T-T-T-T-T-T-T-T-T - ¢ -2
oder: C = 12\/5 1.0595

So gesehen sind dann alle Klavierintervalle Potenzen von C.

Zum Beispiel: Tritonus = C6 - 2.

ca

ca ca ca

ca

64 Hz 72 HZ 81 HZ 85 HZ 96 HZ 108 HZ 121 HZ 128 Hz

ca

Aquivalenz von Intervallen

Zwei Intervalle x und y bezeichnen wir als dquivalent ( kurz: x @ y), wenn sie sich exakt

um eine oder mehrere Oktaven unterscheiden.
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Das heiflt im multiplikativen Sinn:
x®y

Das heifdt im additiven Sinn:

x®ey genau dann, wenn

Beispiele: Prim
1

genau dann, wennx : y eine Zweierpotenz

Xcent — Yeent €in Vielfaches von 1200

Oktav
2

aufsteigende reine Quint
3

2

absteigende reine Quart
3

4

reine Duodezim

3

reine Quint
3

2

pythagoriischer Ganzton

zwel reine Quinten

9 9 312
3 i = G
pythagoriische Terz vier reine Quinten
81 81 _ (é )4
64 16 - 2

pythagoriisches Komma

531441
524288

zwolf reine Quinten

531441 (1)12
4096 T 2

Im multiplikativen Sinn gibt es also zu jedem Intervall mindestens ein dquivalentes Inter-

vall im Bereich [1,2].

Im additiven Sinn gibt es also zu jedem Intervall mindestens ein dquivalentes Intervall im

Bereich [0, 1200 ] .

Ein Intervall x heif$t «Grundintervally,

wenn 1 x 2,
d.h. wenn 0

xepnr 1200

Darstellung von Intervallen durch Lissajousformen

Im multiplikativen Sinn sind Intervalle Frequenzverhiltnisse fy : fx. Intervalle lassen sich
deshalb darstellen durch Lissajousformen von dazu passenden Sinusténen

x(t) = Ax-sin(2 -fx-t) und y(t) = Ay-sin(2 -fy-t) .
Wir wihlen fx fest 240 Hz und geben zu jedem Intervall vier Bilder entsprechend den
Tonspielzeiten von 10.0 ms, 31.3 ms, 50.0 ms und 100.0 ms.
Von oben nach unten sind es die Intervalle: Prim, syntonisches Komma, grofie reine Terz,

grofle Klavierterz, reine Quint, Klavierquint.
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11. KLANG, TON, FREQUENZSPEKTRUM

Klange und Tone

Klinge sind Mischungen von Ténen, also letztlich von Sinusténen. Klinge bezeichnen wir
als n-Klinge, wenn n unterschiedliche Tonhéhen empfunden werden. 1-Klinge bezeichnen

wir auch als Tone.

Klang- und Tonfunktion

Der Klang ist eine Mischung von Sinusténen und seine Klangfunktion die Summe von

Sinustonfunktionen:

y(t) = E yi(t) = EAi .sin(2 -fi-(t+Vi)) = A-Eai-sin(Z -fi-(t+Vi)) ®
i=1 i=1 i=1

wobei A; 0, A 0,a; 0, A =Aa;und Eai =1.
=1
Die A; geben die absoluten, die a; die relativen Anteile an der Klangstirke.

Einfache Klange

Bei besonders einfachen Klingen und Ténen gibt es im Horbereich eine so genannte

Grundfrequenz f, fiir welche gilt: f;=1i-f.

Der i-te Teilton oder Partialton — mit der Funktion A;-sin(2- f-(¢+V;)) — heif$t dann «die

i-te Harmonische» des Klanges.

Etwas traditioneller sind die Bezeichnungen:

«Grundton» fir die 1. Harmonische,

«1. Oberton» fir die 2. Harmonische,

«2. Oberton» fiir die 3. Harmonische U.S.W.
Frequenzspektrum

Bei einem Klang mit einer Klangfunktion 2 la (X) bezeichnet man:

A als seine Amplitude und die Menge { (f;i|a;)} als sein Frequenzspektrum.

Anmerkung : Weil die Menge { (fi | ai ) } als Funktion a(f) = Yai-(f=fi) 8¢

deutet werden kann, wird sie auch als Amplitudenspektrum bezeichnet.

Das folgende Beispiel von Klingen einer Saite soll die Sache etwas verstindlich machen. Es

sind nur die erste bis siebente Harmonische beriicksichtigt
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Der Klang O entsteht beim Zupfen der Saite. Der Klang B entsteht beim Anschlagen der
Saite mit einem weichen Hammer. Der Klang ¥ entsteht beim Anschlagen der Saite mit

einem harten Hammer.

Nummer Frequenz Klang o ’ Klang 8 ’ Klang ¥
der der relativer Anteil an der
Harmonischen Harmonischen Klangstirke in Promillen
=1i= =if= =aj=
1 f=300 Hz 351 471 54
2 2f = 600 Hz 285 470 174
3 3f =900 Hz 197 42 272
4 4f = 1200 Hz 111 11 272
5 5f=1500 Hz 46 174
6 6f = 1800 Hz 10 54
7 7f=2100 Hz 0 0
Das Spektrum des Klanges @ ist demnach die Tabelle
No 1 2 3 4 5 6 7
Frequenz [Hz] 300 600 900 1200 1500 1800 2100
Stirke [%] 351 285 197 111 46 10 0

Die graphischen Darstellungen der Spektren von Klang o , Klang 8 und Klangy kénnten

dann etwa so aussehen:

Klang ot Klang 8

Klang y

starke 1

1234567 1234567 1234567

Partialtonnummern Partialtonnummern Partialtonnummern

Merke: Das Frequenzspektrum beschreibt eines der Merkmale von Tonen, welche die
Klangfarbe (Timbre) beeinflussen.
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Aufgaben

1. Aufgabe

Offnen Sie im MaMu-Ordner die EXCEL-Arbeitsmappe «SON.xls». Auf dem Arbeitsblatt
«HARMONIC» konnen Sie die Tabelle und die Wellenform einer Klangfunktionen vom

Typ

15
EAi sin(2 -i-fit) -
i=1

erzeugen. Im Titel des Diagramms stehen dann jeweils die Anteile der 1. bis 15. Harmoni-

schen in der Form

A1+Ar+ A3+ A4+ As+AG+AT+Ag+A9+A 1 g+ A 1 1 +A12+A13+A 1 4+ A 5.

Spielen Sie die folgenden Sequenzen durch:

a)

1+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0
1+0+1+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0
1+0+1+0+1+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0
1+0+1+0+1+0+1+0+0+0+0+0+0+0+0
1+0+1+0+1+0+1+0+1+0+0+0+0+0+0
1+0+1+0+1+0+1+0+1+0+1+0+0+0+0
1+0+1+0+1+0+1+0+1+0+1+0+1+0+0
1+0+1+0+1+0+1+0+1+0+1+0+1+0+1

2. Aufgabe

b)

1+0+1+40+1+40+1+40+1+40+1+0+1+0+1
1+40+1+40+1+40+1+40+1+40+1+40+1+1+1
1+40+1+40+1+40+1+40+1+40+1+1+1+1+1
1+40+1+40+1+40+1+40+1+1+1+1+1+1+1
1+40+1+40+140+1+1+1+1+1+1+1+1+1
1404140+ 1+141+1+141+1+141+1+1
T+0+1+1+1+14141+14141414141+1
T+1414141414141414141414141+1

Spielen Sie eigene Varianten mit <HARMONIC» durch. Wenn IThnen die Phantasie aus-

geht, versuchen Sie es mit:

8+4+2+1+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0
8+7+7+6+6+5+5+4+4+3+3+2+2+1+1
9+0+3+0+2+0+1+0+1+0+0+0+0+0+0
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3. Aufgabe

Spielen Sie die folgenden Sequenzen mit <HARMONIC» durch. Versuchen Sie allein aus

der Wellenform eine Vermutung dariiber abzugeben, welche der Frequenzen

f 2f 3f 4f 5f of .. 14f 15f

fiir die Tonhohe Ausschlag gebend ist.

a)

T+1414141414141414141414141+1
O+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
0+0+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
0+0+0+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
0+0+0+0+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
0+0+0+0+0+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
0+0+0+0+0+0+1+1+1+1+1+1+1+1+1
0+0+0+0+0+0+0+1+1+1+1+1+1+1+1
0+0+0+0+0+0+0+0+1+1+1+1+1+1+1
0+0+0+0+0+0+0+0+0+1+1+1+1+1+1
0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+1+1+1+1+1
0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+1+1+1+1
0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+1+1+1
0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+1+1
0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+1

Diese Beispiele zeigen, dass die Frequenz f anscheinend fiir die Tonhohe bestimmend sein

b)

T+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
O+1+1+1+1+1+14141+1+14141+1+1
O+1+40+1+1+1+1+1+1+1+1+141+1+1
0+1+40+1+40+1+1+1+1+1+1+141+1+1
0+1+40+1+40+1+40+1+1+1+1+1+1+1+1
0+1+40+140+1+40+1+0+1+1+1+1+1+1
0+1+40+140+1+40+1+0+1+0+1+1+1+1
0+1+0+1+40+1+40+1+0+1+0+1+0+1+1
0+1+40+1+40+1+40+1+0+1+0+1+0+1+0

kann, obwohl sie nicht als Summand in der Mischung vertreten ist.

Das ist das Phinomen des fehlenden Grundtones (MISSING FUNDAMENTAL). Dazu die

folgende Aufgabe.

Posaune

Auf einer Posaune kénnen bei zunehmend gepressterem Ansatz Tone mit den Frequenzen
1f, 2f, 3f, 4f, 5f Of, 7f, 8f usw. geblasen werden. Dabei ist f 58.6 Hz. Ein An-
finger schafft die fett gedruckten Frequenzen. Die Téne dieser Folge heiflen Naturténe der

Posaune.

Wer ofter auf einer Posaune spielt, ist sehr bald vertraut mit seinen Naturténen und je
nach Kénnen mit den «natiirlichen Intervallen»: 2f: 1f OKTAV

3f: 1f DUODEZIM

3f:2f QUINT
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5f: 2f
4f : 3f
5f: 3f
5f: 4f
6f : 5f

Erste Warnung

grofie DEZIM
QUART
grofe SEXT
grofle TERZ
kleine TERZ

Oft wird an diese Stelle gezeigt, wie Dreieck-, Rechteck-, Rampen- und andere Signale

durch Mischen von Harmonischen erzeugt werden konnen. Wenn das gemacht wird, muss

man immer daran denken, dass diese Signale nicht auf solche Weise in einem analogen

Synthesizer erzeugt werden.

Zweite Warnung

Kliange mit Frequenzspektren in reinem Strichmuster gibt es nur rein theoretisch und in

Tonprogrammen schon wegen der Digitalisierung nicht. Beispiele:

1kHz-Sinuston

2 4 & 8 10 12 14 16 138

breites »Ziircher-A« in Basslage

2 4 6 8 1012 14 16 18

KZU G. WICK SCHWINGUNGEN UND TONE II
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12. ZWEIKLANGE — WOHLKLANGE

Einfache Tone

Zwei einfache Tone X und Y mit den Grundfrequenzen f und g hitten etwa folgende Fre-

quenzspektren:

|
|
| |
| |
0f 1f 2f 3f 4f 5f e6f 7f 8f 09f

'3 PN DU DN D DN D D

0g 1g 29 3g 49 5g 6g 7Jg

Jede Harmonische von X kann auch Harmonische von Y sein.

Jede Harmonische von Y kann auch Harmonische von X sein.
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N B R EETS PRSP P R EERE ey
0f 1f 2f 3f 4f 5f 6f 7f 8f 9f
2:1
Yo |eeenenns [ eeennn. [ eeennn. [ eeennn. |
Og 1g 29 39 4g
Jede zweite Harmonische von X kann auch Harmonische von Y sein.
Jede Harmonische von Y kann auch Harmonische von X sein.
B T EETS T PR P R EEEE ey
0f 1f 2f 3f 4f 5f 6f 7f 8f 9f
3:2
Y: ..., |ooon. |oonon. |oonon. |oonon. |oonon. |
0g 1g 29 39 4g 59 69
Jede dritte Harmonische von X kann auch Harmonische von Y sein.
Jede zweite Harmonische von Y kann auch Harmonische von X sein.
N B R EETS PRSP P R EERE ey
0f 1f 2f 3f 4f 5f 6f 7f 8f 9f
5:4

Jede fiinfte Harmonische von X kann auch Harmonische von Y sein.

Jede vierte Harmonische von Y kann auch Harmonische von X sein.

Hypothese

Dieses Zusammenfallen von Harmonischen ist ein Grund fiir Wohlklang.

Anmerkung:  Diese Hypothese scheint nicht ausreichend zu sein , wenn X und Y «ober-
tonfreie» Sinustone sind. Deshalb wird oft eine zweite Hypothese ange-
hingt, nimlich folgende: Zu jedem Zweiklang erzeugt durch zwei Sinusts-
ne kommen auf dem Wege zum Bewusstsein weitere Sinusténe hinzu. Je
nach Schuldigkeit bezeichnet man diese hinzugekommenen Téne als «au-

ral», «<neuronal» oder «subjektiv».
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Grade des Wohlklangs

Es gibt mehrere Versuche mathematisch Wohlklangsfunktionen einzufiihren. Ein hiibsches
Beispiel ist der gradus suavitatis von Euler in seinem tentamen nove theorie musice
(1739). Es lohnt sich diesen «Lieblichkeitsgrad» etwas genauer zu untersuchen und den
Posten «Lieblichkeitsgrad» der Werkstatt entsprechend anzupassen.

In diesem Zusammenhang lohnt sich auch eine Lektiire von Rudolf Willes Artikel «Ma-
thematik und Musiktheorie» (1976).
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13. VERSTIMMTE WOHLKLANGE

Verstimmte Prim

Zwei einfache Toéne X und Y mit Frequenzen fund g mit f g, also in leicht verstimmter

Prim zueinander, haben die folgenden vereinfachten Frequenzspektren:

Weil 1f 1 g, werden 1f und 1g eine Schwebung erzeugen.

Hebt man diese Schwebung auf, so 16st man die Verstimmung,

Verstimmte Oktav

Zwei einfache Tone X und Y mit Frequenzen fund g mit 2f g, also in leicht verstimmter

Oktav zueinander, haben die folgenden vereinfachten Frequenzspektren:

Weil 2f g, werden 2f und 1g eine Schwebung erzeugen.

Hebt man diese Schwebung auf, so 16st man die Verstimmung,

Verstimmte Quint

Zwei einfache Téne X und Y mit Frequenzen fund g mit 3f 2g, also in leicht verstimm-

ter Quint zueinander, haben die folgenden vereinfachten Frequenzspektren:

Weil 3f 2 g, werden 3f und 2g eine Schwebung erzeugen.

Hebt man diese Schwebung auf, so 16st man die Verstimmung,
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Verstimmte Quart

Zwei einfache Toéne X und Y mit Frequenzen fund g mit 4f 3 g, also in leicht verstimm-

ter Quint zueinander, haben die folgenden vereinfachten Frequenzspektren:

of....1f....2f....3f....4f....5f....6f£....7f£....8f

Weil 4f 3 g, werden 4f und 3g eine Schwebung erzeugen.
Hebt man diese Schwebung auf, so [6st man die Verstimmung.

Und so weiter ...

Wichtig: Schwebungen nimmt man nur wahr, wenn die schwebenden Frequenzen deut-
lich im Hérbereich liegen. Liegt das zu stimmende Intervall in hohen Fre-

quenzen, so ist die Schwebung nicht horbar.

Anwendung: Die Quart-Quint-Regel

Eine wichtige Anwendung der Kenntnisse iiber die Schwebungsfrequenzen ist die so ge-
nannte Quart-Quint-Regel. Damit tiberpriifen die Klavierstimmer die Reinheit von Okta-

ven.

Rechne selber nach:

Wenn die
Oktav c - ¢'
rein ist, haben die
Quartc - f
und die
Quint f - ¢'
genau die gleiche Schwebungs-

frequenz.
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